Ministerium fir Bildung, Wissenschaft und Kultur

Schleswig-Holstein

Kernfach Mathematik

Schriftliche Abiturpriifung 2021
Hilfsmittelfreier Teil

HMF 1 - Analysis (Pool 1)

Gegeben ist die Funktion f mit f (z) = 423 — 12z.

1.1 Zeigen Sie, dass x = 1 eine lokale Minimalstelle von f ist.

3 P)
1.2 Geben Sie einen Funktionsterm einer Stammfunktion F' von f mit £ (0) # 0 an.
(2 P)
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 1 - Analysis (Pool 1)
11| ff(z) =122% — 12, f" (z) = 24x
Wegen f' (1) =0 und f” (1) =24 > 0 ist = 1 eine lokale Minimalstelle.
3P
1.2 | z. B.
F(z) = 2* — 62% + 2021
2P
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Schleswig-Holstein Hilfsmittelfreier Teil
Kernfach Mathematik

HMF 2 - Analysis (Pool 1)

1 3
Im Koordinatensystem ist der Graph der Funktion f mit f (x) = —51‘3 + §x2+2x dargestellt.
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Die Tangente an den Graphen von f im Punkt P (3|6) heiBt ¢p, diejenige im Punkt @Q (0|0)
heiBt tQ.

5
2.1 Esist f'(3) = —3
Ermitteln Sie zeichnerisch die Nullstelle der Tangente ¢p.
(2 P)
2.2 Priifen Sie rechnerisch, ob die Tangente tg durch P verlauft.
(3P)
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 2 - Analysis (Pool 1)
2.1 ‘ .
v P
LN
| \
INTAE
\“ 1/ \
do | J4| 2 M@ \
Die Nullstelle ist 5,4.
2P
Korrekturhinweis: Die angegebene Nullstelle muss im Intervall [5,2; 5,6] liegen.
2.2 | Esist f/(z) = -3 2%+ 32 + 2 und damit ' (0) = 2.
Da zudem f (0) = 0 ist, ist y = 2z eine Gleichung fir t.
P (3]6) liegt auf dieser Tangente, denn 6 =2 - 3.
3P
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Schleswig-Holstein Hilfsmittelfreier Teil
Kernfach Mathematik

HMF 3 - Analysis (Pool 1)

Es gibt Funktionen f mit den folgenden Eigenschaften:
(1) f(0)=2

(2.) f'(=1)=0und f"(-1) <0

3.1 Zeichnen Sie den Graphen einer Funktion mit diesen Eigenschaften in das abgebildete
Koordinatensystem.
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(2 P)
3.2 Eine der Funktionen mit den obigen Eigenschaften hat den Funktionsterm
—0,52t + bz + c.
Bestimmen Sie die Werte von b und c.
(3P)

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 3 - Analysis (Pool 1)

Y

b | TN

Der Punkt (0| 2) muss auf dem Graphen liegen.
Der Graph muss an der Stelle x = —1 einen
/ 2 \ Hochpunkt besitzen.

3
l - \

2P

32 |Esist2=f(0)=c.
Mit f' () = =223 + bist 0= f'(—1) = —2- (=1)° +b=24+b e b= —2.

3P
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HMF 4 - Analysis (Pool 2)

Die Abbildung zeigt den Graphen der Funktion f mit f (x) = (2z + 3) e~ %57,
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4.1 Zeigen Sie, dass die Funktion F' mit F'(z) = (—4x — 14) e %" eine Stammfunktion

von f ist.
(2 P)
4.2 Untersuchen Sie, ob fiir jede reelle Zahl k > 0 gilt:
k
/f (x)dx < 14
0
(3P)
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 4 - Analysis (Pool 2)
4.1 | Wegen I’ (x) = —4-e %% + (—4x — 14) - (—0,5) - €75
= 4.0+ 204 7) e %" = (224 3)e” " = f(x)
ist F' eine Stammfunktion von f.
2P

k
4.2 | Esist /f (2)dex = F (k) — F(0) = (—4k — 14) - 7% — (—4.0 — 14) - 770
0

= (—4k — 14) - e %% 1+ 14,

Fiir jede Zahl k > 0 ist —4k — 14 negativ und e~%°* positiv. Somit ist das Produkt
dieser beiden Terme stets negativ.
Die zu untersuchende Aussage ist daher wahr.

3P
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HMF 5 - Analytische Geometrie (Pool 1)

Gegeben ist die Ebene E mit E : 1 4+ 325 + 223 = 6.
Die Schnittpunkte der Ebene E' mit den Koordinatenachsen sind die sogenannten Spurpunkte
der Ebene E. Soist 1 (6]0]0) ein Spurpunkt der Ebene E.
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5.1 Geben Sie die Koordinaten der anderen beiden Spurpunkte S5 und S3 der Ebene F an

und zeichnen Sie das Dreieck 51555 in das Koordinatensystem ein.
(3P)

5.2 Es gibt unendlich viele Geraden, die parallel zu E sind und durch den Punkt P (2]5|7)
verlaufen.

Bestimmen Sie eine Gleichung einer solchen Geraden g.
(2 P)

Vorgaben firr die Bewertung von HMF 5 - Analytische Geometrie (Pool 1)

5.1 [ 5,(0]2]0), S5(0]0]3)

3P

1 1 -3 2 -3
52 3| ist ein Normalenvektor von E. Wegen (3) e ( 1 ) =0ist ¥ = (5) +5- < 1 )
2 2

eine Gleichung einer solchen Geraden g.
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HMF 6 - Analytische Geometrie (Pool 1)

Gegeben ist die Ebene F : 221 + 229 + 23 = 3.

6.1 Geben Sie diejenige Zahl a an, fiir die der Punkt A(a|0| — 1) in der Ebene E liegt.
(1P)

6.2 Der Punkt S ist der Schnittpunkt der Ebene E mit der Geraden g, die senkrecht auf F
steht und durch den Punkt B (1|3 |4) verlauft.

Bestimmen Sie die Koordinaten von S.
(4 P)

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 6 - Analytische Geometrie (Pool 1)
6.1 | a=2
1P
2
6.2 (2) ist ein Normalenvektor von E. Damit ist
1
1 2
g: = (3) +7r- (2) die Lotgerade von E durch B.
4 1
Wegen 2(1+2r)+2(3+2r)+4+r=3<124+9r=3<r=—1ist
— 1 2 —1
0S = (3) —1- (2) = (1)
4 1 3
Damit ist S (—1|1]3).
4 P
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HMF 7 - Analytische Geometrie (Pool 2)

Fir alle reellen Zahlen «a ist sowohl eine Ebene E, mit E, : 21 +2 x5+ ax3 = 5 als auch eine

1 1
Gerade g, mit g, : = |0 | +¢t- | 2+ a | gegeben.
0 -3

7.1 Zeigen Sie, dass es keine Zahl a gibt, fir die g, orthogonal zu E,, verlauft.
(2 P)

7.2 Untersuchen Sie, ob es einen Wert fiir a gibt, so dass die Gerade g, und die Ebene £,

keinen gemeinsamen Punkt haben.
(3 P)

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 7 - Analytische Geometrie (Pool 2)

1 1
7.1 | Der Vektor (2] ist ein Normalenvektor der Ebene E,, der Vektor (2+a> ein
-3

Richtungsvektor der Geraden g,.
Diese beiden Vektoren stimmen in der 1. Komponente (iberein. Ware g, orthogonal zu
E,, missten die beiden Vektoren also identisch sein. Das fiihrt zu dem Widerspruch,
dass gleichzeitig a = 0 und a = —3 ware.

2P

7.2 | Die Gerade g, verlauft parallel zu E,, wenn
1 1 _
2+a| 0 [2] =0 ist.

-3 a
1 1

<2+a> o (2) =0&5—-—a=0&a=5
-3 a

Der Punkt (1|0]0) liegt auf g5, wegen 1-1+42-0+45-0 =1 # 5 aber nicht in Ej,
also sind g5 und E5 echt parallel und haben keinen gemeinsamen Punkt.
3P
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HMF 8 - Stochastik (Pool 1)

8.1 Vervollstandigen Sie das folgende Baumdiagramm.

(3P)

8.2 Bestimmen Sie fiir das folgende Baumdiagramm denjenigen Wert fir z,
fur den P(D) = 0,6 ist.

(2 P)
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Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 8 - Stochastik (Pool 1)

0,2
0,2
0,24
0,36
8.1
3P
8.2 z-024(1—x)-0,7=0,6
& =0,z = —-0,1
& =02
2P
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Schriftliche Abiturpriifung 2021

Hilfsmittelfreier Teil

HMF 9 - Stochastik (Pool 1)

Ein sechsseitiger Spielwiirfel wird fiinfmal geworfen.

9.1 Ordnen Sie durch Ankreuzen jedem Ereignis denjenigen Term zu, dessen Wert die Wahr-

scheinlichkeit des Ereignisses ist.

Es werden genau zwei Sechsen
geworfen.

Es wird mindestens eine Sechs
geworfen.

Es werden genau zwei Sechsen
geworfen, wobei die zweite Sechs
erst im letzten Wurf fallt.

) )

OROX!

5

6

:

5 1 4
1
vi-(g) (@) (6)
6 6 6 (3P)
9.2 Geben Sie ein Ereignis mit der Wahrscheinlichkeit
5 1\* /5\? e N /5\'
. — . — . p— . — an
3) \6 6 1) \6 6 (2P)
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 9 - Stochastik (Pool 1)
9.1
| I 1 1\ \%
:2\,‘,‘,:;?;:? genau zwei Sechsen X
::‘A\’/:/)irrinrhindestens eine Sechs X
Es werden genau zwei Sechsen
geworfen, wobei die zweite Sechs X
erst im letzten Wurf fallt.
3P
9.2 | Es werden insgesamt drei oder vier Sechsen geworfen.
2P
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HMF 10 - Stochastik (Pool 2)

Eine Urne enthélt weiBe und rote Kugeln. Es wird fiinfmal mit Zuriicklegen gezogen.

10.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, keine rote Kugel zu ziehen, falls sich in der
Urne eine weiBe und neun rote Kugeln befinden.

(2 P)
10.2 Es ist p die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei einem Zug eine rote Kugel zu ziehen.
Die ZufallsgroBe X beschreibt die Anzahl der gezogenen roten Kugeln.
Bestimmen Sie alle Werte fiir p, fir die P (X =0) = P(X = 1) gilt.
(3P)
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 10 - Stochastik (Pool 2)
5
10.1 L = !
10 100000
2P
102/ P(X=0)=P(X=1)=1-p°=5-p-(1-p)*
Wegen p < 1 gilt
1
(1=p’=5p-(1-p)'el-p=tpel=tpep=_
3P
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Ministerium fir Bildung, Wissenschaft und Kultur Schriftliche Abiturpriifung 2021
Schleswig-Holstein Hilfsmittelfreier Teil

Kernfach Mathematik

HMF-Bewertungsbogen fiir:

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 1 - Analysis (Pool 1)
11| ff(z) =122% — 12, f" (z) = 24x
Wegen f'(1) =0 und f” (1) =24 > 0 ist z = 1 eine lokale Minimalstelle.
3P
12 | z.B.
F(z) = 2* — 622 + 2021
2P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 2 - Analysis (Pool 1)
2.1 \ \
A y P
LN
| \
Vo L e LN
\"1/ \
de | da| J2 M@ \ \
Die Nullstelle ist 5,4.
2P
Korrekturhinweis: Die angegebene Nullstelle muss im Intervall [5,2; 5,6] liegen.
2.2 | Esist f/(z) = -3 2%+ 32 + 2 und damit ' (0) = 2.
Da zudem f (0) = 0 ist, ist y = 2z eine Gleichung fiir t.
P (3|6) liegt auf dieser Tangente, denn 6 = 2 - 3.
3P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 3 - Analysis (Pool 1)
3.1 ;/72 - \ — Der Punkt (0| 2) muss auf dem Graphen liegen.
: Der Graph muss an der Stelle x = —1 einen
/ 2 \ Hochpunkt besitzen.
f 3 ! 2P
32 |Esist2=f(0) =c.
Mit f/(z) = =223 + bist 0= f' (—=1) = =2 (1)’ +b=2+b o b= —2.
3P
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Kernfach Mathematik

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 4 - Analysis (Pool 2)
4.1 | Wegen I’ (x) = —4-e7 %% + (—4x — 14) - (—0,5) - €7
= —4-e 9" L (204 7)- e = (22 +3) e = f ()
ist F' eine Stammfunktion von f.
2P
k
4.2 | Esist /f (z)dx = F (k) — F(0) = (—4k — 14) -7 %% — (—4.0 — 14) - %50
0
= (—4k — 14) - e %% 1+ 14,
Fiir jede Zahl k > 0 ist —4k — 14 negativ und e~%°* positiv. Somit ist das Produkt
dieser beiden Terme stets negativ.
Die zu untersuchende Aussage ist daher wahr.
3P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 5 - Analytische Geometrie (Pool 1)
51 | S2(0]2]0), S3(0]0]3)
3P
1 1 -3 2 -3
5.2 (3 ist ein Normalenvektor von E. Wegen (3) o (1) =0ist ¥ = (5) +s- ( 1)
2 2 0 7 0
eine Gleichung einer solchen Geraden g.
2P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 6 - Analytische Geometrie (Pool 1)
6.1 [a=2
1P
2
6.2 (2) ist ein Normalenvektor von E. Damit ist
1
1 2
g: = (3) +r- (2) die Lotgerade von E durch B.
4 1
Wegen 2(1+2r)+23+2r)+4+r=3<12+9r=3&7r=—1ist
s 1 2 -1
0OS = (3) -1 (2) = (1)
4 1 3
Damit ist S (—1|1]3).
4 P
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Kernfach Mathematik

Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 7 - Analytische Geometrie (Pool 2)

1 1
7.1 | Der Vektor (2] ist ein Normalenvektor der Ebene FE,, der Vektor (2+a> ein
a -3
Richtungsvektor der Geraden g,.
Diese beiden Vektoren stimmen in der 1. Komponente lberein. Ware g, orthogonal zu
E,, missten die beiden Vektoren also identisch sein. Das fiihrt zu dem Widerspruch,
dass gleichzeitig a = 0 und a = —3 ware.
2P
7.2 | Die Gerade g, verlauft parallel zu E,, wenn
1 1
<2+a> o (2) = 0 ist.
-3 a
1 1
<2+a> o (2) =0&5—a=0&a=5
-3 a
Der Punkt (1|0]0) liegt auf g5, wegen 1-1+4+2-0+45-0 =1 # 5 aber nicht in Ej,
also sind g5 und E5 echt parallel und haben keinen gemeinsamen Punkt.
3P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 8 - Stochastik (Pool 1)
0,2
0,2
0,24
0,36
8.1
3P
8.2 r-024(1—x)-0,7=0,6
& =05z = —-0,1
& =02
2P
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Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 9 - Stochastik (Pool 1)
9.1
| I 1 1\ \%
:;\I/Z’er;::.n genau zwei Sechsen X
Es wird mindestens eine Sechs %
geworfen.
Es werden genau zwei Sechsen
geworfen, wobei die zweite Sechs X
erst im letzten Wurf fallt.
3P
9.2 | Es werden insgesamt drei oder vier Sechsen geworfen.
2P
Vorgaben fiir die Bewertung von HMF 10 - Stochastik (Pool 2)
5
1
10.1 i =
10 100000
2P
102/ P(X=0)=P(X=1)a(1-p°=5-p-(1-p)*
Wegen p < 1 gilt
1
(1=p’=5p (1-p'el-p=tpel=tpep=_.
3P

Erstkorrektor: Von 40 Punkten wurden erreicht:

Zweitkorrektor: Von 40 Punkten wurden erreicht:
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Schleswig-Holstein Name:
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Aufgabe 1: Analysis-CAS

Angesichts des vorhergesagten Anstiegs des Meeresspiegels wird an der Nordseekdiste ein neuer
Klimadeich geplant. Stellvertretend fiir den ganzen Deich wird ein ausgewahlter Deichquer-
schnitt betrachtet, dessen obere Begrenzungslinie durch die Funktion f mit

flx) = =288 (z —9) - e @T@90  ynd 0 <z <9

modelliert wird. Im Folgenden entspricht dabei eine Langeneinheit sowohl in z- als auch in
y-Richtung stets 10 m in der Wirklichkeit.

Y
14 H
Seeseite Landseite
(0]
g S
S =
O
g
0 }
0 9 X

50m

A ist ein Bezugspunkt auf dem Deich, der zur Vermessung dient. H ist der hochste Punkt des
Deiches.

a)al) Bestimmen Sie die Hohe des Punktes A und die Steigung des Deiches im Punkt A.

(3P)
a2) Berechnen Sie die Breite des Deiches in einer Héhe von 5m. (3P)
a3) Berechnen Sie die Deichhéhe. (4 P)

b) Im Folgenden wird die Schar der Funktionen g, mit
g(z) = =8 - k> (x —9) - e 019"k firkeRund0 <2 <9
betrachtet.
b1l) Zeigen Sie, dass f ein Element dieser Schar ist. (2 P)
b2) Begrinden Sie anhand des Funktionsterms:
Fir jedes k # 0 hat g, genau eine Nullstelle. (2 P)

2021-M-H1-Analysis-CAS-L nur fir Lehrkrafte Seite 1 von 4
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Ein Planungsbiiro modelliert mit Hilfe der Funktionen g, die obere Begrenzungslinie von
weiteren Deichquerschnitten.
Dazu werden im Folgenden ausschlieBlich die Parameterwerte k£ mit 5 < k < 7 betrachtet.

b3) Fiir jedes solche k ist Hj, (9 -5 ‘8~ \/é k% e‘k> der Hochpunkt des Graphen
von gi. Die y-Koordinate von Hj, entspricht der Deichhohe.

= Bestimmen Sie denjenigen Wert fiir k, fiir den die Deichhohe 11 m betragt. (2 P)

= Berechnen Sie die Deichhéhe des hdchsten Deiches, der mit Hilfe einer dieser
Funktionen g mit 5 < k < 7 modelliert werden kann. (5 P)

b4) Fiir jedes betrachtete k hat g im Intervall [0; 9 — \/5} genau eine Wendestelle.
Bestimmen Sie die Koordinaten des zugehorigen Wendepunkts. (3P)

[Kontrolle:  Die Wendestelle ist 9 — V15 ]

b5) Der Deich steigt seeseitig bis zu seinem hochsten Punkt an. Dabei verlauft das Deich-
profil im Uferbereich zunachst flach, wird dann steiler und flacht zum héchsten Punkt
hin wieder ab. Aus Stabilitatsgriinden darf der maximale Steigungswinkel des Deichpro-
fils seeseitig hochstens 20° betragen.
Untersuchen Sie, fiir welche k£ mit 5 < k < 7 diese Bedingung erfiillt ist. (5P)

c) Fur die weitere Planung wird der durch g5 s modellierte Deich ausgewahlt. Dieser soll einen
begradigten Bereich (die sogenannte Deichkrone) erhalten.

Y
14

cl) Ermitteln Sie rechnerisch die Hohe, in der der Deich begradigt werden miisste, damit
die Deichkrone waagerecht und 12m breit ist. (3P)

Es wird schlieBlich entschieden, den Deich fiir 6,0 < x < 7,2 zu begradigen.

c2) Zeigen Sie, dass der Deich auf diese Weise nicht waagerecht begradigt wird.
Bestimmen Sie die Neigung des begradigten Bereichs in Prozent. (3P)

c3) Ein Abschnitt des geplanten Deichs soll 2km lang werden.
Berechnen Sie die Menge des benétigten Materials in Kubikmetern. (5 P)
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Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung

I \ [l \ [l

Teilaufgabe a)

Im Modell liegt A an der Stelle x = 5.

Es gilt f(5) ~ 0,577 und f’(5) ~ 0,317. Die Hohe des Punktes A betragt

etwa 5,77 Meter und die Steigung des Deichs im Punkt A etwa 0,317. 3

f(z) = 0,5 wird von z ~ 4,755 und x ~ 8,260 geldst.

Mit 8,260 — 4,755 = 3,505 betragt die Breite in einer Hohe von 5 Metern

etwa 35,05 Meter. 3

Die Deichhohe ist die Hohe des Punktes H. Hier hat f ein lokales Extremum.
Notwendig fiir ein solches Extremum an der Stelle x ist f'(z) = 0. 1
Wegen 0 <z <9ist f'(z) =0 <= z~6,764.

Damit liegt das gesuchte Maximum ungefahr an der Stelle 6,764. Die Deich-
hohe betragt wegen f(6,764) ~ 0,968 etwa 9,68 Meter. 3

Teilaufgabe b)
Eine Moglichkeit ist £ = 6, denn es ist
go(z) = —8-36 - (z — 9) - e 0L @96 — £(4), 2

Wegen e 019~k 5 0 und k2 > 0 fir alle k # 0 gilt
g(x) =0 <= 2-9=0 < =0
Somit hat g, genau eine Nullstelle. 2

8. \/3 k2. e~k — 1.1 wird fiir 5 < k < 7 gelést durch k ~ 5,807,
Fir k£ = 5,807 betragt die Deichhohe 11 m. 2
Die Funktion h mit h(k) = 8- \/é - k? - e7* beschreibt die Deichhéhe in
Abhangigkeit von k.

Gesucht ist das globale Maximum von h(k) tiber dem Intervall [5; 7].
Notwendig fiir ein lokales Extremum von h an der Stelle k ist A/(k) = 0.
Esist M(k) =0 < k=0Vk=2. 3
Also wird das globale Maximum an einer Randstelle angenommen.

Es gilt h(5) ~ 1,828 und h(7) ~ 0,485. Somit wird die maximale Deichhéhe
fir k = 5 angenommen und betragt etwa 18,28 m. 2

Notwendig fiir eine Wendestelle x von g ist g} (z) = 0.

Mit k£ £ 0 und 0 <z < 9 gilt

gi(r) =0 <= 2=9-/15Vvr=09.

Da es laut Voraussetzung genau eine Wendestelle von g, fiir
0 <z < 9—/5 gibt, ist z = 9—+/15 die gesuchte Stelle.

Mit g, (9—/15) = 8- \/ % - k* - 7" hat der Wendepunkt des Graphen von
gi die Koordinaten (9—\/1_5 ‘8- ,/%-kQ-e*k). 3
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Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung
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Die maximale Steigung liegt fir z € [0; 9 — \/3] an der Wendestelle von
gi vor, da die Rander nicht in Frage kommen.
Mit 5 < k < 7 wird ¢,.(9 — v/15) = tan(20°) von k ~ —0,278, k ~ 0,388
bzw. k &~ 5,798 gelost.
Prift man zum Beispiel die Steigung an der Wendestelle fiir £ = 6, so erhalt
man arctan(gg(9 — v/15)) ~ arctan(0,319) ~ 17,7° < 20°.
Fir 5,798 < k < 7 liegt die maximale seeseitige Steigung somit im erlaubten
Bereich. 5
Teilaufgabe c)
Die Gleichung g5 s(z) = g5s(x + 1,2) wird gelést durch = ~ 6,137. Somit
folgt fiir die Hohe der Deichkrone g5 5(6,137) ~ 1,028, also 10,28 m. 3
Es gilt g55(6) = 0,994 # 1,061 = ¢55(7,2), deshalb wird der Deich nicht
waagerecht begradigt.
. g5.8(7.2)—g5.8(6) _ o . : .
Mit % ~ 0,056 betragt die Neigung des begradigten Abschnitts
etwa 5,6%. 3
Fir 6 < x < 7,2 wird der Deichquerschnitt durch ein Trapez modelliert. Es
ist
6 1 9
/ g578(93) dﬂ? + 1,2 . 5(9578(6) + g57g(7,2)) + / 9578(37) d:lf ~ 4,015
0 7,2
Die Querschnittsfliche betragt also etwa 401,5 m?.
Mit 401,5 - 2000 = 803000 ergibt sich ein Materialbedarf von etwa
803 000 m3. 5
Punktsummen 12| 18| 10
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Aufgabe 1: Analysis

Im Jahr 2019 zerstorte ein GroBbrand das Dach der Kathedrale Notre-Dame de Paris. Eine der
vielen Ideen fiir den geplanten Wiederaufbau sieht die Errichtung eines Glasdachs mit einem
glasernen Turm darauf vor.

Ya

TE -

3 6 9 T

In einem geeigneten Koordinatensystem wird der Dachfirst mit Hilfe von Funktionsgraphen
modelliert. Die Funktionswerte geben die Hohe des Dachfirsts tiber dem Boden an; die z-Achse
beschreibt das Bodenniveau. Dabei entspricht eine Langeneinheit 10 m in der Wirklichkeit.

a) Zunachst wird eine ganzrationale Funktion f dritten Grades betrachtet. Der Graph von f
verlauft durch die beiden Punkte P(0|3) und W (3|4). Dabei ist W ein Wendepunkt mit
waagerechter Tangente. Mit Hilfe des Graphen von f wird iber dem Intervall [0;3] ein
erstes Teilstlick des Dachfirsts modelliert.

al) Leiten Sie einen Funktionsterm von f her. (6 P)
1 1 .
[Kontrolle: f(z) = 77 s — 3 2%+ + 3]

a2) Berechnen Sie die Hohe des Dachfirsts iiber dem Boden an der Stelle z =1. (2 P)

a3) Geben Sie einen Funktionsterm der Ableitungsfunktion f’ und die Steigung des Graphen
von f an der Stelle z =0 an. (2 P)

a4) Weisen Sie mit Hilfe einer Rechnung nach, dass der Graph von f fiir z < 3 rechtsge-
krimmt ist. (3P)
b) Nun werden eine Funktion g und ihre Ableitungsfunktion g’ mit
gx)=(x—=3)-e" " +4 und g(2)=(x—-2) -

betrachtet. Mit Hilfe des Graphen von g wird (iber dem Intervall [3; 6] ein weiteres Teilstlick
des Dachfirsts modelliert.

bl) Erganzen Sie die Wertetabelle zu g auf dem Beiblatt, und zeichnen Sie den Graphen
von g iiber dem Intervall [3;6] in das dort vorgegebene Koordinatensystem. (4 P)

b2) Die Graphen von f und g verlaufen beide durch den Punkt W (3|4).
Priifen Sie, ob der Dachfirst dort knickfrei modelliert wird. (3P)
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b3) Bestimmen Sie alle Extrem- und Wendestellen der auf ganz R definierten Funktion g.
(8P)

b4) Der Graph der Funktion g wird an der y-Achse gespiegelt und dann um zwolf Langen-
einheiten nach rechts verschoben. Dadurch ergibt sich der Graph der Funktion g*, der
iber dem Intervall [6;9] auf dem Beiblatt gezeigt wird.
Ermitteln Sie einen Funktionsterm ¢*(x), und stellen Sie diesen Term in der Form
(az +b) - e " 4 4 mit geeigneten reellen Werten a, b, ¢ dar. (4 P)

c) Fir eine verbesserte Modellierung des Dachfirsts wird anstelle der Funktion g aus Teilauf-
gabe b) die Verwendung der Funktionen h und ihrer Ableitungsfunktionen A} mit

() = g (x—3)2. 500 14

und

5
hfk@) = §(I—3)-(kx—3k+2).ek(r—6)

mit k > 0 vorgeschlagen.

cl) Weisen Sie nach, dass die Funktion g aus Teilaufgabe b) nicht in der Schar der Funk-
tionen hy, enthalten ist. (2 P)

10
c2) Zeigen Sie, dass der Term 5k + 3 die Steigung des Graphen von hj an der Stelle
x = 6 angibt. (2 P)

c3) So wie in der Teilaufgabe b4) lasst sich aus dem Graphen von hy der Graph einer
Funktion hj erzeugen. Bei x = 6 modellieren die Graphen von h; und hj dann die

Spitze des Dachfirsts.
Bestimmen Sie denjenigen Wert fiir k, fir den der Innenwinkel der Spitze 30° betragt.
(4P)

2021-M-H1-Analysis-L nur fir Lehrkrafte Seite 2 von 5



Ministerium fir Bildung, Wissenschaft und Kultur

Schleswig-Holstein

Kernfach Mathematik

Schriftliche Abiturpriifung 2021

Name:

Beiblatt zu den Teilaufgaben bl) und b4)

L

—
L

s

3,5

45

3,9

4,00

4,22

6,50

2021-M-H1-Analysis-L

nur far Lehrkrafte

Seite 3 von 5



Ministerium fir Bildung, Wissenschaft und Kultur Schriftliche Abiturpriifung 2021
Schleswig-Holstein Name:
Kernfach Mathematik

Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung
L[
Teilaufgabe a)
Mit dem Ansatz f(z) = az® + ba? + cx + d ergibt sich
f'(z) =3ax*+2bx + c und f"(x) = 6azx + 20. 2
Die Auswertung der Informationen zu f ergibt f(0) =3 < d = 3 und 1
fi3) = 4 27a+9b+3c = 4-3 a = ¥
f’(3) = 0|« | 18a+2b =0 Slb = —3
'3 =0 27a+6b+c = 0 c =1
Damit ist f(z) = 5- 2% — 327 + 2 + 3. 3
Es gilt f(1) = %2 ~ 3,70. .
Also betragt die Hohe des Dachfirsts an der Stelle = 1 etwa 37 m. 2
flle)=g5a*—22+1 1
£1(0) = 1 1

Der Graph von f ist fiir x < 3 rechtsgekrimmt, wenn f”(z) < 0 fir x < 3
gilt.

Mit f"(z) = 22 — 2 gilt

flla)<0e2r—2<0e2r<ier<i 3

Teilaufgabe b)

x 3 3,5 4 45 5 5,5 6

g(z) | 4,00 |[4,07]] 4,22 |[455]]|[5,21]| 6,50 |[8,95

.
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Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung
L[
Es gilt £/(3) = 0. 1
Aus ¢'(3) = 0,082 folgt ¢'(3) # f'(3). Daher wird der Dachfirst durch die
Graphen von f und g an der Stelle x = 3 nicht knickfrei modelliert. 2
Notwendig fir eine Extremstelle x ist ¢'(z) = 0.
Wegen =55 =£ () fiir alle 7 € R gilt
Jr)=0& (r—-2)- " =01=2.
g”(l’) — 690—5,5 + (.’ﬂ _ 2) . 630—5,5 — (LL’ _ 1) . ea:—5,5
Wegen ¢”(2) =~ 0,03 # 0 ist eine hinreichende Bedingung fiir eine Extrem-
stelle bei v = 2 erfillt. 1

Notwendig fiir eine Wendestelle z ist g”(z) = 0.
Wegen €95 £ ( fiir alle z € R gilt

J')=0& (z—-1)- e =02=1. 2
Wegen e*5° > 0 fiir alle z € R kommt es bei z = 1 zu einem Vorzei-
chenwechsel der Werte ¢”(x) = (x — 1)-e® . Damit ist eine hinreichende
Bedingung fiir eine Wendestelle bei x = 1 erfiillt. 1

Die Spiegelung an der y-Achse ergibt

g(—2) = (=2 —3) - e 755 -4,

Die anschlieBende Verschiebung um zwolf Einheiten nach rechts liefert
g(—(2—12)) = (—(z — 12) = 3)- e~ @155 4 4 = (—g 4+ 9).e~7+65 1 4,
Also ist g*(z) = (=1-2+9) - e—H65 4 g A

Teilaufgabe c)
Fir alle & gilt 74(6) = 2:9-¢"0+4 = 54+4 = 9 und ¢(6) = 3-e”°+4 ~ 8,946.

Es gibt also keine Funktion hy, die an der Stelle x = 6 mit g Gibereinstimmt. 2
Fir alle £ gilt
h(6)=2-3-(6k—3k+2)-e0=2.3k+2)=5k+%. 5

Fir den Steigungswinkel o des Graphen von h; an der Stelle x = 6 gilt
tan(o) = R}, (6) =5k + 4. 1
Der Innenwinkel der Spitze des Dachfirsts und 2 - « ergénzen sich zu 180°:
30°4+2-a=180° <= a ="T5°

Daraus folgt

tan(75°) =5k + L < k= -1 + 1/3~0,08. 3

Punktsummen 12 | 18| 10
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Aufgabe 2: Analysis-CAS

Surfbretter konnen am Computer konstruiert und dann automatisch aus einem Styroporblock
gefrast werden. Die folgende Abbildung zeigt die Draufsicht eines Surfbretts, das beziiglich der
eingezeichneten x-Achse achsensymmetrisch ist.

Y

breite
2m
—>
8

Heck
0,
——

Eine Langeneinheit entspricht einem Meter in der Wirklichkeit.

a) Eine Surferin wiinscht sich ein wie in der Zeichnung dargestelltes Shortboard der Lange
2m. Die groBte Breite von 0,5m wird genau in der Mitte zwischen Bugspitze und dem
Ende des Hecks erreicht. Am Ende des Hecks hat das Surfbrett eine Breite von 0,2 m. Der
in Fahrtrichtung gesehen rechte Rand des Surfbretts (in der Abbildung der obere Teil) soll
durch den Graphen einer ganzrationalen Funktion f dritten Grades modelliert werden.

al) Bestimmen Sie einen Funktionsterm von f. (4 P)
[Kontrolle:  f(x) =0,05- 2% — 0,35 - 2% 4+ 0,55 - 7

a2) Zum Vergleich verschiedener Surfbrett-Designs wird oft neben der groBten Breite des
Surfbretts die Breite des Bretts jeweils 1 Fufl (30,48 cm) von der Spitze des Bugs und
vom Ende des Hecks entfernt gemessen (siehe obige Abbildung).
Berechnen Sie die Bugbreite und die Heckbreite fiir das vorgegebene Modell. (3 P)

a3) Es gibt zwei Stellen, an denen das Surfbrett eine Breite von 40 cm aufweist.
Ermitteln Sie den Abstand dieser beiden Stellen voneinander. (3P)

a4) Berechnen Sie den Offnungswinkel o an der Spitze des Surfbrettes. (3P)

ab) Nehmen Sie vereinfachend an, dass das Surfbrett eben ist und eine einheitliche Dicke
von 5cm hat.

Berechnen Sie das Volumen des Surfbretts und geben Sie dieses Volumen in Litern an.

(4 P)

b) Neben dem im Aufgabenteil a) untersuchten Shortboard gibt es noch viele andere Baufor-
men von Surfbrettern. Der in Fahrtrichtung gesehen rechte Rand (in der folgenden Abbil-
dung der obere Teil) eines Funboards wird vollstandig durch den Graphen der Funktion ¢
mit

g(x) =03-1/1—(z—1)°

zwischen den beiden Nullstellen von g beschrieben.
2021-M-H2-Analysis-CAS-L nur fir Lehrkrafte Seite 1 von 4
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i Q
Q
b1l) Zeigen Sie, dass das Funboard eine Lange von 2,0 m hat. (2 P)

b2) Geben Sie das Verhalten von ¢'(z) fiir x — 2 an und interpretieren Sie dieses Verhalten
im Sachzusammenhang. (3P)

b3) Ein Funboard gleicher Bauart soll - wie in der Abbildung dargestellt - teilweise farbig
lackiert werden. Dabei soll der Punkt P (0,75|0) geradlinig mit den beiden zur z-
Achse symmetrisch angeordneten Punkten @ (b|g(b)) bzw. Q" verbunden sein. @ ist
so zu platzieren, dass der Flacheninhalt des gefarbten Teils der Halfte der Gesamtflache
entspricht. Stellen Sie eine Gleichung auf, die die Situation in Abhangigkeit von b
beschreibt und bestimmen Sie die Koordinaten von Q. (5P)

k
tion g, gegeben. Fiir geeignete k beschreibt der Graph von g;. erneut den in Fahrtrichtung
gesehen rechten Rand eines Funboards.

2
c) Fir jedes k > 0 wird durch gi(z) = 0,15-k- \/1 - (2 T — 1) mit € [0; k| eine Funk-

cl) Es gibt ein k > 0, fir das g = g gilt (mit g aus Teilaufgabe b)). Geben Sie den
entsprechenden Wert fiir k an. (1P)

c2) Der Graph von gy ist an jeder Stelle z mit 0 < z < k rechtsgekrimmt.
Zeigen Sie, dass die groBte Breite fiir das durch gr modellierte Funboard an der Stelle
z = £ angenommen wird. (3P)
c3) Ein Surfer wiinscht sich ein durch g; modelliertes Funboard, das eine Lange von 2,5 Me-
tern aufweist. Bestimmen Sie den zugehorigen Wert von k und ermitteln Sie die groBte
Breite dieses Funboards. (4 P)

c4) Je groBer das Verhaltnis von groBter Breite zur Lange ist, desto stabiler verhalt sich ein
Surfbrett im Wasser. Weisen Sie nach, dass sich alle durch g, modellierten Funboards
stabiler im Wasser verhalten als das Shortboard aus Aufgabenteil a). (5P)
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Teilaufgabe a)

Mit f(z) = az® + bz* + cx + d und

£(0) =0, f(1) = 0,25, /(1) = 0, f(2) = 0,1 folgt
a = 0,05 b= —-0,35 ¢c=0,55und d =0,

also f(x) = 0,052% — 0,352% + 0,55x. 4

Mit 2- £(0,3048) ~ 0,2731 und 2 f(2 —0,3048) ~ 0,3403 erhalt man eine
Bugbreite von etwa 27,3 cm und eine Heckbreite von etwa 34,0 cm. 3

f(x) = 0,2 ergibt x = 0,5272 V x =~ 1,5374 V x ~ 4,9354.
Da x =~ 4,9354 > 2 ist, entfallt diese Losung. Mit 1,5374—0,5272 = 1,0102
folgt, dass die Stellen etwa 1,01 m voneinander entfernt sind. 3

tan (%) = f(0) ergibt v = 2 - arctan(0,55) ~ 58°. 3

Der Inhalt der Grundflache betragt A =2- f02 f(x)de = 11,

und das Volumen V = A-h = 1 - 0,05 = 55 ~ 0,03667, 3

d.h. das Volumen des Surfbretts betragt etwa 36,7 Liter. 1

Teilaufgabe b)
g(x) =0 <= x =0Vzx =2, dh. die Linge des Funboards betragt
2m —0m = 2m. 2

Fir z — 2 gilt ¢'(z) — —o0.
Am Heck schlieBt das Funboard abgerundet ab, es hat dort keine Spitze. 3

Mit Q(b|g(b)) kann die Gleichung lauten:

0,5-(b—0,75) - g(b) + /b g(x)dx =0,5- /0 g(x)dx

Auflésen nach b ergibt b ~ 1,2403 und ()(1,2403]0,2912). 5
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Teilaufgabe c)
k=2 1

Wegen g;(g) = 0 ist die notwendige Bedingung fiir ein lokales Maximum
an der Stelle g erfillt. Aufgrund der Rechtskriimmung des Graphen an jeder
Stelle z mit 0 < = < k liegt bei £ das globale Maximum. 3

Mit gi(x) =0 <= x =0V x = k weist jedes Funboard die Lange k auf.
Also ist das Funboard fiir £ = 2,5 genau 2,5 Meter lang.

Wegen ¢25(1,25) = 0,375 betragt die groBte Breite dieses Longboards
75 cm. 4

Fir das Verhaltnis von groBter Breite zur Lange gilt

2-gc(5) 2-015-k
ko k0

0,3.

Fir das Shortboard aus a) betragt dieses Verhaltnis % = 0,25, so dass jedes
durch g, modellierte Funboard sich im Wasser stabiler als das Shortboard
verhalt. 5

Punktsummen 12 | 18| 10
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Aufgabe 2: Analysis

Ein digitales Messgerat misst bei einem Diabetes-Patienten kontinuierlich den Glukosewert
(Blutzuckerwert). Der Glukosewert dieses Patienten wird in Abhangigkeit von der Zeit ¢ im
Intervall [0; 3,75] mit Hilfe der Funktion g mit

g(t) =13 -t — 78 - +* + 104 - t + 96

modelliert. Dabei wird der Glukosewert ¢(t) in u (Units) und die Zeit ¢ in h (Stunden) seit
Messbeginn angegeben. Die Abbildung 1 auf dem Beiblatt zeigt den Graphen von g im be-
trachteten Intervall.

a)al) Bei einem Glukosewert von unter 70u spricht man von Unterzuckerung. Bestimmen
Sie mit Hilfe des Graphen die Lange des Zeitraums, in dem Unterzuckerung vorliegt.
(2P)

a2) Etwas mehr als drei Stunden nach Messbeginn liegt im Bereich der Unterzuckerung der
niedrigste Glukosewert. Berechnen Sie den zugehdrigen Zeitpunkt. (3P)

a3) Weisen Sie nach, dass der Glukosewert eine Stunde nach Messbeginn um mehr als
40% groBer ist als zu Beginn der Messung. (3P)

a4) Berechnen Sie den durchschnittlichen Glukosewert innerhalb der ersten zwei Stunden
nach Messbeginn. (3P)

b) Aus medizinischer Sicht ist ein zu schnelles Absinken des Glukosewerts geféhrlich.

bl) T(2 | — 52) ist der tiefste Punkt des Graphen der Ableitungsfunktion ¢’ Uber dem
Intervall [0; 3,75].
Interpretieren Sie dies im Sachzusammenhang. (3P)

b2) Die folgenden Terme beschreiben unterschiedliche Anderungsraten der Funktion g.
9(3) —g(1)
3—-1
g1 +h)—g(1)
h

Term A:

Term B:  lim
h—0

Geben Sie an, welche Anderungsraten diese beiden Terme beschreiben. (4 P)

b3) Liegt die momentane Anderungsrate unter einem Wert von —40u/h, so zeigt das
Messgerat des Patienten ein Warnsymbol an.
Weisen Sie nach, dass dieses Warnsymbol im betrachteten Zeitintervall mehr als eine
Stunde lang angezeigt wird. (4 P)
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Gegeben ist die Funktionenschar f, mit
fot)=a-(#>—4-t) unda>0.
Die Abbildung 2 auf dem Beiblatt zeigt den Graphen von f;.

c)cl) Fir jedes a > 0 hat der Graph von f, genau einen Hochpunkt H,.
Beschreiben Sie, wie sich die Lage von H, andert, wenn sich der Wert des Parameters a

verdreifacht. (3P)
c2) Die Tangente an den Graphen von f, im Punkt (2|0) schlieBt mit der ¢-Achse einen

Winkel ein.

Bestimmen Sie denjenigen Wert fir a, fiir den dieser Winkel 45° betragt. (3P)

c3) Weisen Sie durch Rechnung nach:
Verschiebt man den Graphen von g nach links entlang der t-Achse um 2 Einheiten und
anschlieBend entlang der y-Achse nach unten um 96 Einheiten, so erhadlt man einen
Graphen, der zur Schar f, gehort. (5P)

d) Gegeben ist die Funktionenschar h, mit h,(t) = —a -t und a > 0.
Betrachtet wird der folgende Term:

[0 £ dt‘ _ /:O ha(t) dt'

Dabei ist ty diejenige Losung der Gleichung f.(t) = ho(t), fir die 1 < ¢, < 2 gilt.

dl) Zeichnen Sie in Abbildung 2 ein Flachenstiick ein, dessen Inhalt mit dem angegebenen
Term fiir a = 1 berechnet werden kann. (2 P)

d2) Berechnen Sie ¢, sowie den Wert des obigen Terms in Abhangigkeit von a. (5 P)
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Beiblatt

y
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0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 t
Abbildung 1: der Graph von g im betrachteten Zeitintervall [0; 3,75]

-

Abbildung 2: der Graph von f;
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Teilaufgabe a)

Aus der Grafik lasst sich ablesen, dass der Glukosewert nach etwa 2,55 Stun-
den unter 70 u fallt und nach etwa 3,68 Stunden wieder tber 70 u steigt. Die
Lange des Zeitraums der Unterzuckerung betragt also etwa 1,1 Stunden. 2

Gesucht ist das lokale Minimum im Bereich der Unterzuckerung.

Esist ¢/(t) = 39 - 1% — 156 - ¢ + 104.

Notwendig firr ein lokales Extremum an der Stelle t ist ¢'(¢) = 0.
Jt)=0 < t=24+2V3~315 vV t=2—-2V/3~085

Bei ¢ ~ 0,85 liegt keine Unterzuckerung vor, deshalb liegt der gesuchte
Zeitpunkt etwa 3,15 h nach Messbeginn. 3

Es ist g(0) = 96 und g(1) = 135. Wegen 22 ~ 1,406 > 1,4 ist der

Glukosewert nach einer Stunde um mehr als 40% groBer als zu Messbeginn. | 3

1 /2
5/ g(t)dt = 122

0
Der durchschnittliche Glukosewert innerhalb der ersten beiden Stunden der
Messung betragt 122 u. 3

Teilaufgabe b)
Nach zwei Stunden fallt der Glukosewert im betrachteten Zeitraum am

starksten. 2
Die momentane Anderungsrate betragt dort —52u/h. 1
Der Term A beschreibt die mittlere Anderungsrate von g iiber dem Intervall

[1;3]. 2

Der Term B beschreibt die momentane Anderungsrate von ¢ an der Stelle

t=1. 2

Es gilt ¢'(t) = —40 <— 25:2—1%\/13%1,45Vz€:2—|—1l3 13 =~ 2,55. 2

Wegen ¢/'(2) = —52 < —40 beginnt die Warnung etwa 1,45 Stunden nach
Messbeginn und endet etwa 2,55 Stunden nach Messbeginn.
Mit 2,55 — 1,45 = 1,1 > 1 dauert sie langer als eine Stunde. 2

Teilaufgabe c)
Verdreifacht man den Wert von a, so andert sich die Stelle des Hochpunktes
nicht, aber der y-Wert verdreifacht sich. 3

Es ist f/(t) = 3at® — 4a und damit f/(2) = 8a > 0.

8a = tan(45°) =1 <= a =g 3
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g°(t) = g(t +2) — 96
=(13-(t+2)°—78-(t+2)2+104- (t+2)+96) — 96
= 133 + 78t + 156t + 104 — 78t — 312t — 312 + 104¢ + 208
= 13¢3 — 52¢
=13 (t* — 4t)
Also ist ¢g* = fi3, und g* ist Element der Funktionenschar f,. 5
Teilaufgabe d)
..... 31y
H 2 4
=1t g
N 0 W O N Y O
—2.1 o
BN ARNNN. 2
fat) = ho(t) < a-(t*—4t) = —at < 3 -3t=0
= t=0Vt=—/3Vt=1+3
Wegen 1 < t, < 2 gilt t, = /3. 2
Fir den Wert des Terms folgt dann:
to to V3 V3
/ fa(t) dt‘ - / ha(t) dt‘ = / a- (1 —4t)dt| — / —a-tdt
1 1 1 1
V3 V3
=a- / (t* —4t)dt| —a- / —tdt
1 1
=a-|-2|—a-|-1|=a 3
Punktsummen 12| 18| 10
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Aufgabe 3: Analytische Geometrie

Ein Sportler trainiert in einer Kletterhalle. Die Situation wird in einem geeigneten Koordina-
tensystem modelliert, wobei eine Langeneinheit einem Meter in der Realitat entspricht.

Die zix9-Ebene stellt den Hallenboden dar. Der Kletterer steht zunachst auf dem Start-
punkt (0]0]0). Er klettert an der Wand PQRS hoch, greift von dort auf die Wand RSTU
iiber und hangelt sich an ihr nach vorne bis zur Kante TU.

Die ebenen Vierecke PQRS und RSTU haben die Eckpunkte
P(0]-2]0), Q(-2|0]0), R(-1|2]4), S(1]0|4), T(2]3]4,5) und U (0|5]4,5).
Das Viereck PQRS liegt in der Ebene E.
a)al) Berechnen Sie die Linge der Kante PQ. (2 P)
a2) Zeigen Sie, dass das Viereck PQRS ein Parallelogramm, aber kein Rechteck ist. (5 P)
a3) Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Koordinatenform. (4 P)
[Kontrolle: E: 4z +4x9 — 323 = —8]

a4) Berechnen Sie den Schnittpunkt der Ebene E' mit der z3-Achse und geben Sie die Hohe
der Wand senkrecht iber dem Startpunkt an. (4 P)

a5) Untersuchen Sie, ob es in der Ebene E einen Punkt (z;]|z2|2) mit ganzzahligen
Koordinaten z; und z, gibt. (3P)
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b) In der Nahe der Kante TU hingt bei G (3]3,5|4,5) eine Glocke, die mit einer Leine am
Hallendach befestigt ist. Zum Abschluss seiner Trainingseinheit ldutet der Kletterer diese
Glocke mit der einen Hand, wahrend er sich mit der anderen Hand an demjenigen Punkt K
auf der Kante TU festhalt, der den geringsten Abstand zu G hat.

Durch T und U verlauft die Gerade g : ¥ = OT +r-TU = g +r- _22
4,5 0
b1l) Bestimmen Sie den FuBpunkt F' des Lotes von G auf g. (5P)
[Kontrolle:  F (2,25|2,75|4,5)]
b2) Begriinden Sie, dass K und F' nicht identisch sind. (2 P)

b3) Kinftig soll die Glocke an einem anderen Punkt G* platziert werden. Der Punkt G*
befindet sich in einer Hohe von 4,5m und ist gleich weit von T" und U entfernt; sein
Abstand vom Mittelpunkt M der Kante TU betrigt 35 cm.

Ermitteln Sie die Koordinaten des Punktes M und die Koordinaten eines Punktes G*
mit den beschriebenen Eigenschaften. (5 P)

c) Im Rahmen einer Renovierung wird dariiber nachgedacht, den Winkel zwischen den beiden
Wanden zu verandern. Fiir jedes a € R ist durch F, : 1 + v —ax3 = 1 — 4a eine
Ebene E, gegeben. Jede dieser Ebenen enthalt die Gerade durch R und S.

cl) Es gibt genau eine Zahl a mit £, = E. Bestimmen Sie diese Zahl. (3P)

c2) Eyist diejenige Ebene, in der das Viereck RSTU liegt. Berechnen Sie den Schnittwinkel
der Ebenen E und Eg. (3P)

c3) Bestimmen Sie alle Zahlen a, so dass sich E und E, unter einem 60°-Winkel schneiden.
(4 P)
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Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung
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Teilaufgabe a)
—> —2-0 —2
‘PQ\ N <°—<—2>> - ‘(2) = (-2 122+ 02 = VB~ 283
0-0 0
Die Lange der Kante PQ betragt also ca. 2,83 m. 2
—> —-1-1 -2 —>
Da SR = (2—0) = (2) = PQ gilt, ist PQRS ein Parallelogramm. 2
4-4 0
> 1 > —>
Mit PS = <2) ist PQoPS=-2-142-240-4=2%#0.
4
Somit ist PQRS kein Rechteck, weil PQ und PS nicht senkrecht aufein-
ander stehen. 3

—> — 8 8 4

Wegen PQ x PS = (8) ist 1 = % . (8) = (4) ein Normalenvektor
-3

der Ebene E. 2

4 0
Mit 421 +429 — 323 =140 (2) = —8 ergibt sich die Koordinaten-
-3 0

gleichung der Ebene F: 421 + 419 — 313 = —8. 2

Fir Punkte auf der x3-Achse gilt 1 = 25 = 0.

Fir den gesuchten Schnittpunkt gilt daher:
4'0+4'0—3’I3:—8<:>—3'ZE3:—8<:>.733:%
Der Schnittpunkt ist (0/0]%). 3
Die Wand ist senkrecht tiber dem Startpunkt ca. 2,67 m hoch. 1

Fir jeden Punkt (x| 25 |2) der Ebene E gilt:
4oy +4a,—3-2=-8 4 +4xy=—2 1
Division durch 4 fihrt zu x1 + x5 = —%.

Wenn 1 und x5 aber ganzzahlig sind, so trifft das auch auf xy + x5 zu.
Also gibt es keinen Punkt mit den beschriebenen Eigenschaften. 2

Teilaufgabe b)
Fir die Ebene H, die senkrecht zu g verlauft und G enthilt, gilt:

—2x14+219=-2-34+2-35=1 2

gﬂH:—2-(2—2T)—{—2-(3—|—2T):1<:>2—|—87“:1<:>r:_% 2
s 2 2 2,25

Wegen OF = (3) -3 (2) = (2,75) ist F/(2,25(2,75]4,5). 1
45 0 45

Wegen OF = OT +1-TU mit r = —< und somit r ¢ [0; 1] liegt F" nicht
auf der Kante TU. Im Gegensatz dazu liegt K auf dieser Kante, stimmt
also nicht mit F' iberein. 2

Aus den Uberlequngen folgt K =T .
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I \ [l \III

N 2 -2 1
MitOM:<3>+O,5~< >:<4)ist]\/[(1]4\4,5). 1
45
Benotigt wird ein Vektor v = ( ) mit ¥LTU und & £0.

—> -2
Wegen TU = ( ) eignet sich z.B. v ( ) 2
0

. 1 1,25
Wegen OG* = OM +0 35 & = 4) 4 035, (1) R~ (4,25) hat G* die

i 45 45
gerundeten Koordinaten (1,25]4,25(4,5). 2

— 1 0.35 1 0,75\ | .
OG*= |4 |- 7| 1) = (s st ebenfalls zuldssig, auch wenn G*
4,5 0 45

dann oberhalb der Wand RSTU liegt.

Teilaufgabe c)

4
a muss so gewahlt werden, dass der Normalenvektor | 4 | von E ein Viel-
-3

1 4 1
faches des Normalenvektors ( 1 ) von F, ist. Es ist (4) =4. ( 1 )
a -3 —a

Die dritte Komponente fiihrt dann zu —3 = —4a < a = 0,75. 3

Fir den Schnittwinkel ¢ gilt

()]
i

m_\/@ und damit ¢ ~ 52,04°. 3

¢

0,5 = cos (60°) ‘

|8+3al
© VAlV2+a?

(L
e

4. (2+a%) = (8+3a)

& 5a? —192a — 174 =0

Sa=2-42V/6~-08)Va=%+ 463929 4
Punktsummen 12 | 18| 10
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Aufgabe 4: Stochastik

Alle in lhren Lésungen verwendeten ZufallsgroBen miissen explizit eingefiihrt werden.
Machen Sie auch Angaben iiber die Verteilung der jeweiligen ZufallsgroBen.

Eine Gruppe von Bogenschiitzen schieBt im
Training regelmaBig auf die in der Abbildung
dargestellte Scheibe.

Es soll angenommen werden, dass fiir jedes
Mitglied der Gruppe die Anzahl der Treffer
ins  Zentrum durch eine binomialverteilte
ZufallsgréBe beschrieben werden kann.

Die 18-jahrige Nike trifft dabei das Zentrum der
Scheibe mit einer Wahrscheinlichkeit von 70 %.

a)al) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Nike in einer Serie von 20 Schiissen
das Zentrum

= genau 14-mal trifft;

= mindestens 10-mal trifft;

= mit mehr als 60 % und weniger als 80 % ihrer Schiisse trifft. (7 P)
a2) Bestimmen Sie — beispielsweise durch systematisches Probieren — die Anzahl an

Schiissen, die Nike mindestens abgeben muss, um mit einer Wahrscheinlichkeit von
mehr als 99 % mindestens zweimal das Zentrum zu treffen. (4 P)

b) Nike und Victor trainieren oft gemeinsam. Die Wahrscheinlichkeiten in der abgebildeten
Vierfeldertafel beruhen auf ihren bisherigen Trainingsergebnissen. Beschrieben wird eine
Situation, in der beide jeweils einen Schuss abgeben.

Victor 174 vV Vi Victor trifft ins Zentrum.”
Nike N: , Nike trifft ins Zentrum.”
N 0,28 0,7
N
0,4 1
bl) Vervollstindigen Sie die Vierfeldertafel. (3P)

b2) Zum Trainingsauftakt schieBen die beiden jeweils einen Pfeil ab. Nur einer der beiden
Pfeile landet im Zentrum. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass dieser Pfeil
von Nike abgeschossen wurde. (4 P)
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b3) Fir das Spiel , Treffer gewinnt" vereinbaren Nike und Victor folgende Regeln:

Sie schieBen abwechselnd, wobei Victor beginnt.
Wer zuerst das Zentrum trifft, gewinnt. Das Spiel ist damit sofort beendet.

Sollten beide jeweils dreimal am Zentrum vorbeischieBen, so endet das Spiel ebenfalls
und Victor ist Sieger.

Untersuchen Sie, wer von den beiden bei diesem Spiel die bessere Gewinnchance hat.
(4 P)

c) Fir die Teilnahme an einem Wettbewerb testet Nike einen neuen Bogen. Nach einer ausrei-
chenden Eingewohnungsphase hat sie die Vermutung, mit dem neuen Bogen ihre bisherige
Trefferquote ins Zentrum auf mehr als 70 % verbessern zu kénnen.

cl) Erstellen Sie fiir eine Serie von 150 Schiissen, die Nike mit dem neuen Bogen abgibt,
einen Hypothesentest, der geeignet ist, ihre Vermutung auf einem Signifikanzniveau
von 10 % zu stitzen.
Geben Sie die entsprechende Entscheidungsregel an. (8 P)

c2) Beschreiben Sie den Fehler zweiter Art im Sachzusammenhang.
Bestimmen Sie dessen Wahrscheinlichkeit unter der Annahme, dass Nikes Trefferquote
ins Zentrum mit dem neuen Bogen tatsachlich auf 75 % gestiegen ist. (4 P)

d) In ihrem Koécher hat Nike 20 Pfeile, von denen 17 Pfeile rote Federn und zwei Pfeile blaue
Federn haben. Einer der 20 Pfeile hat goldene Federn.
Nike schieBt eine Serie von zehn Pfeilen. Dabei zieht sie vor jedem Schuss ohne hinzusehen
einen Pfeil aus ihrem Kocher und schieBt diesen ab.

dl) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in der Serie alle Pfeile rote Federn
haben. (3P)

d2) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Serie mindestens einen Pfeil jeder
Federnfarbe enthalt. (3P)
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Erwartete Schiilerleistung

Bewertung
Zuordnung

RN

Teilaufgabe a)

Die ZufallsgroBe X beschreibt die Anzahl der Treffer Nikes ins Zentrum.
Sie ist binomialverteilt mit den Parametern n = 20 und p = 0,7.

P(X =14) = 0,1916 ~ 19,2 %

P(X>10)=1-P(X <9)~1-0,0171 =0,9829 ~ 98,3 %
P(20-0,6 < X <20-0,8) = P(12 < X < 16)

=P(X <15)— P(X <12) = 0,7625 — 0,2277 = 0,5348 ~ 53,5 %

Die ZufallsgroBe X,, gibt die Anzahl der Treffer an, die Nike bei n Schiissen
ins Zentrum erzielt. X, ist binomialverteilt mit der Trefferwahrscheinlichkeit
p=0,7.

Gesucht ist das kleinste n mit P (X,, > 2) > 0,99.
P(X,>2)=1-P(X,=0-P(X,=1)=1-0,3"—n-0,7-0,3""1
Wegen P (Xg>2) ~ 0,989 und P(X7>2) ~ 0,996 muss Nike
mindestens 7 Schiisse abgeben.

Teilaufgabe b)

Victor _
\% 1%
Nike

N 0,28 | 042 | 0,7
0,12 | 0,18 | 0,3
04 | 06 1

=

E : “Entweder trifft Nike ins Zentrum oder Victor trifft ins Zentrum.'
Esist P(£) =042+ 0,12 = 0,54.
Somit ist

P (N) = 255 = 82 ~ 0,7778 = T7,8%.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Nike
= mit ihrem ersten Schuss gewinnt, ist 0,6 - 0,7 = 0,42,
= mit ihrem zweiten Schuss gewinnt, ist (0,6 - 0,3)-(0,6 - 0,7) = 0,0756,

= mit ihrem dritten Schuss gewinnt, ist
(0,6-0,3)-(0,6-0,3)-(0,6-0,7) ~ 0,0136.

Somit betragt Nikes Gewinnwahrscheinlichkeit ungefahr
0,42 4+ 0,0756 + 0,0136 = 0,5092,
so dass sie die bessere Gewinnchance hat.
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Bewertung
Erwartete Schiilerleistung Zuordnung
I \ [l \ [
Teilaufgabe c)
Die ZufallsgroBe X, beschreibt die Anzahl der Treffer ins Zentrum, die Nike
bei 150 Schiissen mit dem neuen Bogen erzielt.
X, ist binomialverteilt mit den Parametern n = 150 und p. 1
Da die Hypothese H; : p > 0,7 gestlitzt werden soll, wird Hy : p < 0,7 als
Nullhypothese gewahlt. 1

Wenn die Hypothese H : p = 0,7 rechtsseitig verworfen werden kann, so
auch die Hypothese H,. 1

Zu bestimmen ist die kleinste natirliche Zahl £ mit
P(Xo7>k) <010 1—-P(Xo7<k—-1)<0,10

<~ P(X0,7 <k- ].) > 0,90.
Aus P (Xo7 <111) =~ 0,878 und P (X7 < 112) =~ 0,911 ergibt sich
k—1=112. Somit ist £ = 113. 4
Trifft Nike bei den 150 Schiissen mit dem neuen Bogen mindestens

113-mal ins Zentrum, so stiitzt dies ihre Vermutung, mit dem neuen Bogen
eine hohere Trefferquote erreichen zu konnen als mit dem alten. 1

Der Fehler 2. Art tritt ein, wenn bei den 150 Schiissen hochstens 112 Treffer
ins Zentrum zu verzeichnen sind und die Nullhypothese damit nicht verwor-
fen wird, also die Vermutung nicht gestiitzt werden kann, obwohl der neue

Bogen Nike zu einer hoheren Trefferquote verhelfen wiirde. 2
Mit P (X 75 < 112) & 0,4937 betragt die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers
2. Art bei einer tatsachlichen Trefferquote von 75 % ungefahr 49,4 %. 2

Teilaufgabe d)
Die ZufallsgroBe X gibt die Anzahl der Pfeile mit roten Federn unter den
10 gezogenen Pfeilen an. Dann ist X hypergeometrisch verteilt.

17\ (3
P(X =10) = <()§) =2 ~0,1053 ~10,5% 3
10

Die Wahrscheinlichkeit daflr, dass die Serie

= einen goldenen, einen blauen und acht rote Pfeile enthalt, betragt
1\.(2).(17
(1) E;g)(s) — 1% ~ 26,3%.
10
= einen goldenen, zwei blaue und sieben rote Pfeile enthalt, betragt
1\.(2).(17
(1) g;()))(” — % ~ 10,5 %.
10

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt somit 2 + & = & ~ 36,8 %. 3
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